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摘要:在可拓集合和可拓凸集的基础上, 提出了可拓值集的可拓凸函数的概念, 建立了可拓正项几何

规划的物元模型,探讨了可拓数学模型的解的性质,通过解� 悖论� , 给出了可化为可拓线性规划的可

拓正项几何规划的一种算法.
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现实世界中,许多现象可用几何规划问题来描述. 然而, 大量的问题往往没有最优解,甚至

连可行解也找不到. 于是,我们根据实际情况,或某种经验, 或规则,将规划问题的约束条件作某

种变换,或让系数作某种波动,使得不相容的几何规划变为相容的几何规划,从而得到问题的满

意解,或可拓最优解.本文仅限于讨论可拓正项几何规划.

1  基本概念

定义 1[ 1, 2]  设 U为论域, k 是X 到实域 I 的一个映射,称

�A = { ( x , y ) | x ! U, y = k( x ) }

为论域 U上的一个可拓集合.我们把论域 U上的可拓集的全体记为E ( U) . y= k ( x )为 �A 的关
联函数, k ( x )为 x 关于�A 的关联度, 称 A = { x | x ! U, k ( x ) ∀0}为 �A 的正域;  A = { x | x ! U,

k ( x ) # 0}为 �A 的负域; J 0= { x | x ! U, k ( x ) = 0}为 �A 的零界.

定义 2[ 3]  设 �A ! E ( U) , T 是变换,且 T U= U,称

A ( T )= { x | x ! U, k ( x ) # 0, k ( Tx ) ∀0}

为 �A 的可拓域, A + ( T )= { x | x ! U, k ( x ) ∀0, k ( Tx ) ∀0}为 �A 的稳定域.

定义 3  设 �A ! E ( U) , !x1, x 2 ! U, !�! [ 0, 1] ,有

�A ( �x 1+ (1- �) x 2) ∀�A ( x 1) ��A ( x2) ,

则称 �A 是凸可拓集.否则,称 �A 为非凸的.

定义 4  A a= x | �A ( x ) ∀a , A∃a= x | �A ( x ) > a , a ! (- 1, 0] ,分别称为可拓子集 �A 的a

- 截集和强 a - 截集.

定理 1[ 1]  设 �A 为凸可拓集 ∀ !a ! (- 1, 0] , A a 为普通凸集.

定义 5  设 g i ( x ) (0 # i # p )在 D # R
n 上定义,则 �A ( g i ( x ) )是在 g i ( x )的值域 R

n 上定义的

可拓值集.
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定义 6  设 �A 为D # R
n
上的可拓值集,则 �A = �A i [ gi ( x ) - 1]是 g i ( x ) - 1= g% i ( x )关于 �A

的可拓约束,且

�A i ( x )= �A ( g% i ( x ) )=
0, 当 g% i ( x )< 0时;

1, 当 g% i ( x ) ∀0时.
(1)

2  可拓正项几何规划问题

我们将几何规划
[ 4]
舍弃其代数运算的符号,便构成物元模型,即成为三元组:

M= ( P , Q, G) , (2)

其中, P 表示实体, Q 表示特征, G 表示P 关于 Q之间的定量关系.而这种量值关系, 是用指数

多项式来表示的.

如果将式( 2)施行物元变换 T ,便有

TM = ( TP , TQ, TG ) , (3)

我们称式(2) (3)为几何规划的物元变换模型.

如果式(2)是相容的模型,我们则可用经典的方法求问题的解; 如果式( 2)是不相容模型或

对立模型,我们就采用不同的变换T ,将(2)转换成(3)型的相容模型. 模型(2)或(3)在实际决策

时是很理想的工具.

在几何规划的物元模型中,实体和特征的变换,是人们创造思维的体现,它需要定性与定量相结

合,而以定性为主的描述.而实体与特征之间的关系,则是物元模型的抽象,其特定的形式为

 min   �g 0( x )

s. t. �g i ( x ) # 1
~

(1 # i # p ) ,

   x> 0

(4)

其中

�g ( x )= &
j
i

k= 1
vik( x )= &

j
i

k= 1
�C ik ∋

m

l= 1
xl
 

ikl   (0 # i # p ) (5)

为指数多项式, 它是可拓正项式,这里 表示可拓系数和可拓常数.我们称( 4)为可拓正项式几何

规划.

一般定义为:

定义 7  设 �A 0( x )是定义在 R 上的目标集, �A i ( x )是定义在 R
p 上的约束集,且有

max
x ! R

+
%H *

( x )= min
0 # i # p

�A *
i ( x ) . (6)

如果对 !�A *
i ! (- 1, 0] ,而当作用于 T 变换后, T�A i ! [ 0, 1] , 则称之为可拓数学规划问题.如果

�A *
i =

g i ( x ) - M

m- M
,其中 �g i ( x ) (0 # i # p )如上述指数多项式( 4) , mi、Mi 为�g i ( x )的下、上确界,则

(6)称为可拓正项几何规划问题.

定义 8  设 D # R
n 是凸集, 若 �g 0( x )是关于 �A * 的可拓凸函数(强可拓凸函数)

[ 3]
, �g% i ( x )

= �g i ( x )- 1(1 # i # p )是关于 �A 的可拓凸函数(强可拓凸函数) ,则称(4)为 g 0( x )的一个可拓

(强可拓)凸规划问题.

定理 2  规划问题(4)是可凸化的可拓正项几何规划.

证明:作代换 xi = e
z
i (0 # i # p ) ,则
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�g i ( x )= &
j
i

k= 1
�C ik ∋

m

k= 1
x l
 

ikl= &
j
i

k= 1
�C ike

&
m

l= 1
 

ikl
z

l= �G i ( z ) ,

易证它是 z 的可拓凸函数,由定义 8知本定理得证.

定义 9  设 �S 是定义在D # R
p 上的可拓集, 且 �B ( x ) = �

1 # i # p
�A i ( x )= min

1 # i # p
�A i ( x ) , 则称 �S ( x )

为关于 �A i 的可拓相容解集.

3  单项可拓正项几何规划及其计算

由于利用几何不等式,可将可拓正项几何规划化为单项正项可拓几何规划.本文仅介绍单

项正项可拓几何规划.此只须在(3)中,令 J 0= J 1= (= Jp = 1,则式(3)变为

min c0 ∋
m

l= 1
x
 

oll

s. t. ci ∋
m

l= 1
x
 

ill # bi (1 # i # p ) .

x> 0

(5)

以下我们研究(3)的等价形式,只需研究(5)的等价形式.

定理 3  设单项正项可拓几何规划为(5) ,则(5) ∀可拓线性规划:

min &
m

l= 1
 olzl

s. t. &
m

l= 1
 ilz l+ lnci # ln bi ( 1 # i # p ) (6)

且它的可拓满意极小解亦是(5)的可拓满意极小解.

证明  作变换 z 1= lnx 1(1 # l # m) . 不妨取 c0= 1,则有

gi ( x )= cie
 

i l
&
m

i= l
z

l

从而(5)化为

mine ol
&
m

i= l
z

l

s. t . c ie
 

i l
&
m

i= l
z

l # bi (1 # l # m) . (7)

由定理1知(6)是可拓凸的, 再由定理 2知它有可拓满意极小解. 但(7) ∀ (6) ,而(6) ∀ (5) ,

从而证得定理第 2个结论成立.

例1  求解: min x 1x2x
6
3x

3
3

s. t. x 1x
- 1
2 x

- 1
3 x

2
4= b1,

x
2
1x 2x 3x

- 1
4 = b2,

x 1x 2x
2
3x

3
4= b3,

x 1, x 2, x 3, x 4> 0. (8)

令 zl= lnxl ( l= 1, 2, 3) ,问题化为

min( z 1+ z 2+ 6z 3+ 3z 4)

s. t. z 1- z 2- z 3+ 2z 4= lnb1,

2z 1+ z 2+ 2z3- z 4= lnb2,

z 1+ z2+ 2z 3+ 3z 4= lnb3. (9)
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若取 b1= e, b2= e
6
, b3= e

4
, 最优解为 z 1= 2, z 2= 0, z 3= 1,最优值为 f = 8.但若取 b 1= e

2
, b2= e

7
,

b3= e4,最优解为 z 1= 3, z 2= 1, z 3= 0,最优解却减少至 f = 4.这种奇怪的现象,数学上称之为�悖

论� [ 6]
.

如果将可拓常数作可拓变换 T , 即令

T ( lnbi )= ln( bi+ d ia) = lne
1- d

1
a
, lne

6+ d
2
a

, lne
4+ d

3
a

,

不妨取 d1= d2= d3= 1, 则(9)变为

min( z 1+ z 2+ 6z 3+ 3z 4)

s. t. z 1- z 2- z3+ 2z 4 # 1+ a,

2z 1+ z 2+ 2z 3- z 4 # 6+ a,

z 1+ z 2+ 2z3+ 3z 4 # 4+ a,

其解为

z= B
- 1lnb ( a)=

0   1   - 1

- 2  3   - 4

1   - 2   3

1+ a

6+ a

4+ a

=

 2

- 3a

1+ 2a

.

但(9)并未要求解非负,故 z 为问题的最优解, 将其代入目标函数得: f = 2- 3a+ 6+ 12a+ 0=

8+ 9a.只要当 a ∀0时, (9)的�悖论�将永远不会发生, 从而(8)的�悖论�也不会发生.而 a的取

值则依据实际情况而定.
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Extension Polynomial Geometric Programming

CAO Bing�yuan
( Department and Institute of Mathematics, Shantou University, Shantou 515063, China)

Abstract:The author develops the concepts of extension convex function in extendable�valued set based on

the extension set and extension convex. In addition, the author builds a model of extension polynomial geo�
metric programming and a mathemat ical model, and discusses solution properties in an extension mathemati�
cal model.An algorithm of the programming that is a changeable extension linear programming by the solu�
tion of the paradox is obtained.

Key words: extension set; extension convex set; extension polynomial geometric programming; paradox
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